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1 Introducao

A ideia do presente texto é complementar nosso texto anterior [1] cuja intengao
principal foi a de mostrar como se calcula a energia de um sinal conhecido
e, além disso, de que maneira se pode usar o MATLAB™ para realizar esta
tarefa. Aqui vamos mostrar de forma sucinta (para alguns nem tanto assim)
como podemos proceder para calcular a energia de sinais que envolvem sendides
tais como z(t) = C cos(wt 4+ ). Mais uma vez, o intuito é mostrar, por meio
de exemplos, como proceder nestes casos, se possivel antecipando duvidas e
forncendo caminhos para a solucao.

2 A Energia de uma Sendéide

Consideremos uma sendide dada por z(t) = Ccos(wt + ), com 0 < t < 22
Vale lembrar que o perfodo! T desta senéide é dado por T = %’T, que 0 é sua
fase e C' sua amplitude. Pela definicdo de energia apresentada em [2], teremos,
para a energia F, do sinal, a seguinte expressao:

+oo
E, = / [C cos(wt + 0))?dt

— 00

Como a funcao s6 existe em um periodo teremos:
2 2
E, = / C? - cos*(wt + 0)dt = E, = C* / cos? (wt + 0)dt
0 0

J4 que C? é uma constante real. Lembrando da trigonometria que:
cos(26) = cos? § — sen? §

E que:
sen?0 +cos20 =1 = sen’f =1— cos? 6

1E claro que esta senénde s6 possui uma tinica oscilagdo. No entanto, mais adiante comen-
taremos o efeito que um sinal que oscila infinitamente causa no célculo da energia.



Podemos escrever cos? 6 como:
cos? § = cos(26) + (1 — cos? 6)

O que nos da:
cos(26) n 1

2 2

Voltando, entao, a nossa integral da energia e substituindo o resultado encon-
trado, temos:

cos? 0 =

27

Ea::CQ/w cos2(wt+9)dt$E$:CQ/w M
0 0

1
—dt
2 + 2

Podemos entao escrever:

Ew:CQ{/w cos(2wt+29)dt+/w ldt}
0 2 o 2

Usando as propriedades da operacao de integracao, podemos ainda separa-las:
c2 = c2 [
E, = —/ cos(2wt + 26)dt + —/ dt
2 Jo 2 Jo

Prosseguindo?:

N

= ¢
* 2

ely

C?  sen(2wt + 20)
E,=— . 2T
2 2w

0
Entao:

B — C?sen(2w - 2 + 20) ~ C?sen(2w - 04 20) N (27702 B O)

4w 4w 2w
B, - C? sen(4m + 20) B C? sen 20 N 2mC? _o
4w 4w 2w
Mas sen 26 = sen (47 + 20), logo:
2
B, = e
w

Esta é a energia para um sinal em forma de seniode z(t) = C cos(wt + 6), com
0<t< %’T Mas o que ocorreria se —oo < t < +00? Ora, neste caso, a energia
seria infinita, pois com excecao dos limites de integragao, tudo seria exatamente
igual até aqui, veja:

“+oo 02 +oo

Ex:C'iQ.sen(2wt—|—29) Le

2 2w

2Lembre-se que [ cosazdr = senaz 4 ¢,



Sabemos que —1 < sen(2wt 4 20) < 1, logo a segunda parcela que tende ao
infinito fard com que a energia va para o infinito. Assim, nestes casos, usamos
a energia média, cuja definicdo aparece em [2] e chamamos de poténcia:

P, — lim 1/+2[x(t)]2dt

Em que T' = %” representa o periodo. Assim, temos entdo, para o sinal consi-

derado inicialmente:

1 1 2 2
Po= lm ~ E,=P= lm o " op -
T—>+ooT T—H—oo?ﬂ- w

Que é o mesmo resultado encontrado em [2]. Como j& sabemos que, para sinais
periddicos “infinitos” basta calcular a poténcia (ou energia média) em apenas
um periodo, a partir de agora calcularemos apenas sinais em um periodo, isto
é, f% <t< +%, sendo T' o periodo da sendide considerada. Na secao seguinte
veremos como proceder com uma soma de sendides.

3 Somando Senodides

Para esta secao, vamos calcular a poténcia de um sinal que é uma soma de duas
sendides, ou seja x(t) é dado por:

x(t) = C1 cos(wit + 01) + Co cos(wat + 02)
Para simplificar, faremos «,, = w,t + #,,, entao:
[2(2)]* = (C} cos g + Co cos ap)?

o [2(t)]? = C} cos® ay + 2C1Cy - cos ay - cos ag + O cos? ay
Assim a poténcia fica:
T
P, = lim 1 / ’ (C% cos? ay + 2C1Cy - cos oy - cos ag + C3 cos? v )dt

Tt T J 1
2

Ja sabemos que para um um unico sinal senoidal a energia fica:

T T
2 2 2 |2
B, - C* sen(2wt +0) n C »
2 2w T 2 o
2 2
Entao:
Cc? c*.T (T -T
E, = — . T+6) - T Y e —
=00 [sen(wT + 0) —sen(w(=T) + 0)] + 5 ( 5 5 )



Dal:
2 2.
E, = f— - [sen(wT + 0) — sen(—wT + 6)] + ¢ 5 T
w

A partir desta equacao podemos calcular a poténcia:

. 1
Po= lim o <E1 +[

N

20105 cos ap cos aadt + Egz>

vl

Logo:

M|

E 1 (2 E
P, = TETOO < 11: + ?/,1 2C1C5 cos aq cos aadt + ;”)

2

Como a sendide é limitada temos que:

1 2
7 {f - [sen(wT + 6) — sen(—wT + 9)}} —0 quando T — 400
)

c? .

Sobrando apenas a parcela =-. Logo:
c2 1 [* C2
P, = lim =L 4= / 20, C5 cos o cos andt + —=
2 T ) T 2

Usando trigonometria sabemos que:

cos(a + b) = cosacosb — senasenb
cos(a — b) = cosacosb + senasenb

Somando as duas equagoes:

cos(a + b) + cos(a — b) = 2cosacosb

Logo:
2 cos o €os aig = cos(ag + ag) + cos(a — as)

E portanto:

Z Z

/ 20, C5 cos ay cos aiadt = 0102/ cos(ay + ) + cos(ay — a)dt
T T
-3 -3
Como:
(6751 :w1t+91 € OéQZCUQt+02

Temos:

o] £ as = (wl :l:WQ)t + (91 + 92)

Consequentemente a integral mostrada anteriormente (que chamaremos de I)
vale:

I = 0102 / ’ cos[(aq + (JJQ)t + (91 + 92)] + cos[(u.q — wg)t + (91 — 92)]dt

4



Primeiro vamos analisar o caso em que w; # wy. Como resultado teremos:
T T
2

n sen|(wy — wa)t + (61 — 62)] :
w1 — w2

sen[(wy + wa)t + (01 + 02)]

I'=6c w1 + w2

_T _T
2 2

Se w; # wo, as duas senéides mostradas tenderdo a zero® quando divididas por
T com T — +o0, isto é, % — 0 quando T' — +o00. E ficaremos entao com:
Ci+C3

2

E com w; = ws = w? Bom, neste caso podemos simplificar a integral I para:

P, =

T

I=CCy / ’ cos2wt + (61 + 02)] + cos(61 — b2)dt

%
E portanto:
3 5
2wt + (61 + 6
[ =G, sen (2wt + (61 + 02)] + cos(By — )t
2w T T
-7 -7
E como resultado final:
C? +C2
Pw = % + 0102 COS(el — 92)

Este é o resultado que aparece em [2]. Na mesma referéncia mostra-se que para
n senodides com frequéncias distintas, tem-se:

P, = licg
2n:l

A seguir, veremos como tratar um sinal dado por um produto de sendides.

4 Multiplicando Sendides

Vamos agora ver o caso em que temos uma sendide modulada por outra sendide,
isto é um sinal do tipo:

z(t) = C cos(wit + 61) - cos(wat + 02)

Como j4 vimos este é um sinal de poténcia, uma vez que a energia é infinita®.
Portanto, a potencia deste sinal sera:

T
N N 2
Pe = T1—1>r£oo T ,/_g (O] dt

3Lembre-se que —1 < sent < 1 para todo t € R. J4 vimos isso no célculo da poténcia de
uma Unica sendide.

4Conforme [2], dizemos que um sinal é de energia, quando a energia é finita e nao nula,
por sua vez a poténcia serd nula.



Mas, como também ja vimos, podemos reescrever o produto de sendides como:
C
z(t) = 3 {cos[(w1 + wa2)t + (01 + 02)] + cos[(w1 — we)t + (01 — 02)]}

Fazendo o = (w1 +wa)t + (01 + 62) e B = (w1 — wa)t + (81 — O2) teremos:
2
[z(t)]* = % (cos a + cos 3)°

Ou seja, queremos calcular:

T
. 1 [ C? 2
PI_TETOOT/QQ"ZL(COba—i_CObﬁ) dt

Felizmente, ja fizemos esta andlise na secao 3 anterior, mas agora temos Cy =
Cy = %, logo para frequéncias de oscilagao distintas, isto é:

UJ1+WQ750J1—WQ:>L02750

Teremos a poténcia sendo:
02
4
Por outro lado, para frequéncias de oscilagao iguais, ou seja:

Py

Wi twr=w); —wy =>wy =0

Lembrando que isto isto vale para qualquer wy, teriamos o resultado ja previsto

~ ~ . 2 . . .
na secao 2 e, para a poténcia, teremos P, = % - cos? B, pois o sinal seria uma

sendide em que a amplitude seria C cosfy. Mas, e se a sendide for modulada
por uma exponencial? E o que veremos a seguir.

5 Senodide Modulada por uma Exponencial

Agora nossa misséo é calcular a energia e/ou poténcia — se for o caso, como ja
vimos — de um sinal com o formato:

z(t) = C - e - cos(wt + )
Como ja calculamos, de forma até recorrente:
+o0 +o0
E, = / [z(t)|?dt = E, = / C2e* cos® (wt + 0)dt

E mais uma vez:

+oo
E, = / 22kt [COS(Q“Z +29) ﬂ dt

— 00



Podemos ja escrever:

1 [t oo
E, = 3 C? ekl cos(2wt + 20)dt + 3 C?e?ktt

— 00 — 00

E claro que a segunda parcela faz a energia ser infinita, dai faremos ¢ > 0 e

consideraremos k < 0 para que e*** — 0 quando ¢t — +o0:
L[+ I
E, = 5/ C2 ek cos (2wt + 20)dt + 5/ C2e?ktdt
0 0

A segunda parcela da energia fica:

—+o0
1 [+ 22kt
E, == / C?e cos (2wt + 20)dt + °
2 /s ik
0
1 +oo 2, 1
E,=- / C%e*Mcos(2wt + 20)dt + 0 — ¢

Precisamos agora “cuidar” da primeira parcela, que sera calculada usando o
método de integracao por partes. De acordo com [3], temos para duas fungoes

feg:
/ (@) (@)dz = f(z)g(z) - / F(@)g(x)de

Facamos entao as seguintes substituigoes:
f(t) = = f(t) = 2ke®™

sen (2wt + 20)

g (t) = cos(2wt + 20) = g(t) = 5

Fazendo o = 2wt + 26, ficamos entao com:

2kt
e*" sen v sen a
/e%t cosadt = ——— — /leZktTdt

2w )
Desenvolvendo:
2kt
e“*sena  k
/€2kt cos adt = o L / ekt sen adt
w w

A dltima parcela da expressao anterior também serd integrada por partes, apli-
camos entao as substituicoes a seguir:

ft) = = (1) = 2ke*™

~ cos(2wt + 20)

g'(t) = sen(2wt + 20) = g(t) = 50



Logo:

2kt
e“Ft cos o cos o
/e%t senadt = ———— + /le%tidt
2w 2w
Desenvolvendo:
2kt
cos k
/Gth sen adt = _g e + — /62kt cos adt
2w w

Temos entao o seguinte sistema de equagoes:

2k

t
j‘eZkt cos adt = & 2senoz _ g
j‘ert senadt = — & __cosa

E ainda, multiplicando a segunda equacao por —f:

2kt
[ e?*t cos adt = g ena _ ffe%t sen adt
. 2kt 2
—k [ePtsenadt = & . ccosa ko [o2kt cogadt
w w 2w w

Somando as duas equagoes, ficamos com:

(1+ /{:2> /e%tcosozdt: e?*tsen o N ke cosa
2
w

2w w 2w
Desenvolvendo:
2 k‘2 2kt se k 2kt cos
Wi R /e%tcosadt:e noz+ < e
w? 2w 2w?

E finalmente®:

2kt 2kt
e“Ffwsena  ke“F'cosa
/ert cos adt =

2+ 42) 2k LKD)

Voltando entao a expressao de F,:

C2?2 [toe okt C?
E, = 7/0 e“"cos(2wt + 20)dt — i
Temos:
+o00o
B = C? [e*Mwsen (2wt + 26) N ke2kt cos(2wt + 26) o
) 2(w? + k2) 2(w? + k2) 4k

Lembrando que e*** — 0, quando t — +00, teremos:

o ~ wsen(20)  kcos(20) _Cﬁ
2 | 2w?+k?) 2w+ k?)| 4k

E;

5Omitimos propositalmente os limites de integracio. Rigorosamente o resultado da integral
teria uma constante Cp somada.



Que pode ser escrito como:

B _ CPwsen(20) + C?kcos(20)  C*
v 4(w? + k2?) 4k

Ou ainda:
_C? [wsen(20) +kcos(20) | 1

4 w? + k2 k

E, =

6 Conclusao

Neste texto procuramos mostrar como podemos calcular a energia ou a poténcia,
em alguns casos, de sinais com formatos envolvendo sendides. Aqui demos um
tratamos mais “manual” ao assunto, mas em textos posteriores trataremos deste
tipo de sinal envolvendo sistemas como o MATLABT™para que se possa ter uma
visao mais pratica do assunto, em detrimento de uma visao mais tedrica como
a utilizada aqui.
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