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1.1 Funcao Injetora

Dizemos que uma fungao f de A em B ¢ injetora (ou injetiva)
se, e somente se, para todo par de valores x1,x2 em A temos
y1,Yy2 em B tais que se x1 # xo, entdo y; # yo. Em outras
palavras, para cada valor diferente x no dominio A de f,
teremos uma imagem f(z) diferente em B.

1.2 Funcao Sobrejetora

Uma fungao f : A — B é dita sobrejetora (ou sobrejetiva)
se, e somente se, Ims = B. Dito de outra maneira, todos
dos elementos de B se relacionam com elementos de A, ou
seja, nao podem “sobrar” elementos em B. Outro modo de
dizer isso é: para todo y = f(z) € B, existe x € A, tal que

(z, f(z)) € f.

1.3 Funcao Bijetora

Se uma fungao f : A — B é injetora e sobrejetora, entao ela
é dita bijetora. Também dizemos que f é bijetiva ou uma
bije¢do de A em B. Alguns autores dizem que é uma fungao
de um para um de A em B.

1.4 Funcao Inversa

Antes de partir para a definicao, vejamos o exemplo a
seguir. Sejam os conjuntos A = {1,2,3,4} e B = {2,4,6,8}.
Consideremos as fungbes f : A — B, dada por y = 2x
eg: B — A, dada por y = 5. Escrevendo os pares
ordenados de f teremos f = {(1,2),(2,4),(3,6),(4,8)},
portanto, o dominio de f sera Dy = {1,2,3,4} e, a imagem,
Imy; ={2,4,6,8}. Fazendo o mesmo para a fungio g, temos
g = {(2,1),(4,2),(6,3),(8,4)}, sendo D, = {2,4,6,8} e
Img ={1,2,3,4}.

Observamos que:

e Os pares ordenados (x,y) que pertencem a funcao g sao
obtidos simplesmente invertendo-se (trocando a abcissa
pela ordenada) os pares ordenados que pertencem a fun-

cao f.

e Como consequéncia direta, teremos Dy = Imy e Dy =
Imf.

Capitulo 1

Funcao Inversa

Se estas duas condigoes ocorrem, dizemos que a fungao g é
chamada de funcdo inversa de f.

Faremos algumas observagoes:

e Note que isto nao ocorre com qualquer fungao f : A — B;
as funcoes f em que isso ocorre, devem, obrigatoria-
mente, ser fungoes bijetoras. Caso contrario, ao inver-
termos os pares ordenados, uma das func¢bes passara a
ser apenas uma relacao de A em B;

e As fungoes que admitem inversas sao chamadas de inver-
siveis.

e Indicamos, em geral, a funcao inversa de f por f~1.

o A inversa de f é f~! e a inversa de f~! & f, isto &,
(fH =1

e Nao confundir f=1 com [f(z)]7! = ﬁ Esta segunda
expressao é uma operagao algébrica sobre as ordenadas
de f, enquanto f~! ¢ a notacao para a funcao g tal que
g=f"!éainversa de f.

1.4.1 Definicao da Funcgao Inversa

Dada uma fungao f : A — B, bijetora, chama-se fungao
inversa de f a funcdo f~! : B — A tal que (a,b) € f e
(b,a) € f71.

1.4.2 Propriedades da Fungao Inversa

Seguem algumas propriedades das fungoes inversas que po-
dem ser iteis na resolucao de problemas envolvendo este as-
sunto.

(i) Ja vimos que, se f e g sdo respectivamente inversas,
Dy =1Imge Dy =Imy,

Se f & crescente (estritamente), entdo sua inversa f~1
também ¢é crescente (estritamente);
Se f é par, entdo f ndo admite inversa;
A inversa da fungao identidade f(z) = x é ela propria;
Se f e g sado duas fungoes tais que f(g(z)) = g(f(x)) =
z,entdo f=g le fl=g;

1

Se f e g s@o fungdes inversiveis, teremos (f o g)~' =
g tof™h
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(vii) Os gréficos de f e f~! sdo simétricos em relacio ao
grafico da fungao identidade, isto é, para quaisquer a
e b, tais que P(a,b) € f e Q(b,a) € f~!, teremos um
ponto M (x,x) pertencente a y = x tal que PM = MQ;

Os graficos de f e f~1, quando se inteceptam no plano
cartesiano, serd em um ponto P(x,x), ou seja, perten-
cente ao grafico da fungao identidade.

(viii)

1.4.3 Obtencao Algébrica da Inversa

Dada uma funcgao f, é possivel obter a expressao que deter-
mina sua inversa. Mas atengao, somente isso nao garante que
f € inversivel. Estamos partindo do pressuposto de que f ad-
mite inversa e queremos mostrar um processo algébrico para
determinagao da expressiao f~!(z) da fungao inversa de f(z).
Vamos la:

(1) Troca-se o x por y na expressao de f;
'(x)

(2) Isolamos o y e substituimos y por f~

Vejamos um exemplo.

Calcular a expressao da fungao inversa da fungao f: R — R
dada por f(z) =z + 2.

Temos y = = + 2, entao trocamos x por y:
r=y+2

Agora isolamos o valor de y na equacdo anterior:
y=x—2

Que, como vimos, é a expressao da funcdo inversa f~! de f,
ou seja:

[y =22
Assim, f1 : R — R, com f~!(x) =2 — 2 ¢ a inversa de f.

1.5 Exercicios

Bloco 1

Q1. Seja a fungdo afim f(x) = 3x + 1. Calcule f~1(1).

Considere a fungdo quadratica f(z) = x? — 5x + 6,

L(2)?

Q3. Para cada funcao a seguir,
e determine a lei que define a inversa:

Q2.
> 2. Qual o valor de f~

mostre que é bijetora

(a) f:R—R tal que f(z)=2x—-5
(b) g:R—{4} - R— {1} tal que g(x):%
(c) h:R — R tal que h(z) = 2°

Q4. (Iezzi & Murakami) Classifique a fungéo f: A — B da
figura como injetora, sobrejetora e/ou bijetora:

I

Figura 1.1
Q5. Considere a fungdo f(x) = v/—x + 1. Calcule o valor
de f=4(7).
. ~ $2 xr—
Q6. Considere a fungdo f(z) = ﬁmi%. Encon-

tre o valor de f~

=),

Q7. Considere a fun¢ao f dada por f(z) = 2% - (=5) + 4%,
x > 1. Calcule f~1(—6).

Qs. Para cada uma das fungdes reais abaixo, encon-
tre a lei de correspondéncia que define a funcao inversa:

(a) f(=)

(b) g(z) = 3_

(c) h(z) =2+

(d) p(z) = (z —1)> +2

Q9. Encontre o valor de f~

flz)=22+3

T

X
1(0), para f(x) = $£1.

Q10. Calcular f~1(—1), sabendo que f(x) = 3logz.

Q11. Para cada uma das fungoes reais abaixo, encontre a
lei de correspondéncia que define a fungao inversa:

(a) q(z) = Vo +2

(b) r(z) =V —1

(c) s(z) =1 —a3

Q12. Encontre a expressao algébrica que corresponde a
fun¢do inversa da fungao afim f(x) = 3z + 4.

Q13. Sejam f(r) = 2% para x > 0 e g(x) a inversa
de f, entdo o valor de f(g(4)) + g(f(4)) esta no intervalo:
a) [0, 6 b) [6,12] ¢) [12,18] d) [18,24]

Bloco 2

Q14. Seja f a fungdo real tal que f(2x —9) = = para todo
x real. A igualdade f(c) = f~!(c), se verifica para c igual a:

a) 9 b) 1 c) 3 d)5 e)7
Q15. Obtenha a funcéo inversa das seguintes fun¢oes:

(a) f:R+ =Ry, f(z)=2?

(b) f:A=Ry, A={z Rz <1}, f(2) = (1-2)?

() frA-R_,A={zeR|z<2}, f(z)=—(z—2)2

(d) frA=-R_,A={zeR|z< -1}, f(z)=—(1—2)?
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Q16. Considere uma fungao invertivel f : R — R tal que Q26. Classifique a funcdo em R a seguir (figura como

f(x) = 2z + b, em que b é uma constante. Sendo f~! a sua
inversa, qual o valor de b, sabendo que o grafico de f~! passa
pelo ponto A(1, —2)?
a) —2 b) —1 c) 2 d) 3 e)b
Q17. Considere uma funcao f: A — B, com f(z) =2z + 1.

Encontre a sua inversa.

Q18. (Iezzi & Murakami) Classifique a funcdo g : A — B
da figura como injetora, sobrejetora e/ou bijetora:

Figura 1.2

Q19. A fungdo real definida por f(z) = 22 admite funcio
inversa?

Q20. Considere uma funcio afim f tal que sua inversa f—!
passa pelos pontos (2, 3) e (4,5). Encontre a raiz da funcao f.

Q21. As fungoes f e g se interceptam no ponto (2,2).
Encontre a raiz de f, sabendo que g = f~! e que P(1,4) € g.

Q22. (Iezzi & Murakami) Classifique a fungdo h : A — B
da figura como injetora, sobrejetora e/ou bijetora:

h

A

w

Figura 1.3

Q23. Seja a fungao f: R_ — R, tal que f(z) = 2%. Qual
a funcao inversa de f7.

Q24. (Iezzi & Murakami) Classifique a funcdo k : A — B
da figura como injetora, sobrejetora e/ou bijetora:

k

A B

Figura 1.4

Q25. Obtenha a fungao inversa das seguintes fungoes:
(a) ftR. 5B, B={yecR|y>1}, f(e) =a? +1
(b) SRy — B, B={yeR|y<4}, f(a) =4—a?
() ftR- =B, B={yeR|y>-1}, f(z) =2° -1

injetora, sobrejetora e/ou bijetora:

ol 4

Figura 1.5

Q27. Encontre o valor maximo da fungdo f~!(z), sabendo
que £ : [1,3] - [7, 1] e que f(z) = 22+ 5.

Q28. Classifique a funcdo em R a seguir (figura [1.6)
como injetora, sobrejetora e/ou bijetora:

xY

AN

Figura 1.6

Q29. Encontre a funcao inversa da funcao afim dada por

f(z) = V2z + /3.

Q30. Considere a fungdo f de dominio [a,+o0] e
contradominio R tal que f(z) = 2% — 22 + 1.

(a) Qual o menor valor de a de modo que f seja injetora?

b) Determine a sentenca que define f~!: R, — [a, +00].
+

Bloco 3

Q31. Classifique a funcdo em R a seguir (figura como
injetora, sobrejetora e/ou bijetora:

\_A\ *
Figura 1.7
Q32. Encontre a funcdo inversa da funcdo afim
flx) =azx +b.
Q33. Considere a funcdo afim f(xr) = 13z — 18. Em

que ponto (z,y) temos f(z) = f~1(z)?

Q34. (UFF) Considere as fungbes f, g e h, todas de-
finidas em [m, n] com imagens em [p, q] representadas através

dos graficos abaixo (figuras e[1.10):
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y y
q -
o i s R
m n
Figura 1.8 Figura 1.9 Figura 1.10

Pode-se afirmar que:

a) f é bijetiva, g é sobrejetiva e h nao é injetiva
b) f é sobrejetiva, g é injetiva e h néo é sobrejetiva

d) f é injetiva, g nao é sobrejetiva e h é bijetiva

)

¢) f néo é injetiva, g é bijetiva e h é injetiva
)
)

e) f é sobrejetiva, g nao é injetiva e h é sobrejetiva

Q35. Encontre a raiz de f~! sendo f uma funcéo

afim dada por f(z) = 132541,

Q36. (UNIRIO) A fungdo inversa da fungdo bijetora

f:R—{—4} — R — {2} definida por f(z) = 22=2 &

a) [ (2) = £55
b) f7H(x) = =5
c) f7(x) = 5=
d) [ (2) =427
e) [~ (z) = 457

Q37.  Classifique a funcdo em R a seguir (figura [1.11])

1+4 e

como injetora, sobrejetora e/ou bijetora:

Figura 1.11

Q38.  (Unificado) O grafico que representa a inversa da

fungdo f(z) =3 - 3z &

A) y (B) y

D)

Q39. Considere f uma fungdo afim que passa pelo ponto
que passa pelo ponto (4, 8).

-3

(3,1) e que tem uma inversa f~1

B

Encontre a raiz de f.

Q40. (IBMEC) A figura mostra os graficos f~!

e g1, respectivamente inversas das fungoes f e g de R em

R. Entao, o valor de f(g(2)) é igual a:

Y
g’ £

45° X

Figura 1.12
a) —2 b) —1 c) 1 d) 2 e)4
Q41. Encontre a expressio algébrica da funcdo ¢!

que passa pelos pontos P e Q(5,2) sabendo que P é raiz de
f(z) =2z +5.

Q42. Em que pontos A e B a funcio f~! intecepta
os eixos coordenados, se f é afim tal que f(z) = %:r + 57

Q43. Considere as fungdes afim f(z) = ax + b
e g(x) = mz +n.  Qual a condigio de 7' para que

fH =) = g(x)?

Bloco 4
. . 2 3 .
Q44. Considere a matriz A = 1 5|2 matriz
3 2 - I
B =1 " 10 encontre a expressao da funcao inversa de

f(x) = (det A) - z + det B.

Q45. Considere a fungao afim f(z) = 3z — 2 e a
fungao afim g(x) = —2 + z. Encontre a expressao correspon-
dente & fungao g(f~1(z)).

Q46. Encontre a expressao algébrica da fungao in-
_ az+b

versa de f(z) = 2.

Q47. Encontre a fungao inversa da funcao na qual

f(x)=22-b5x+6e f:[3,4] = [0,2].

Q48. Encontre a expressao algébrica que corresponde
a fungdo inversa de f : [-3,400) — [0,+00) tal que

@)= Va3,

Q49. Encontre a funcdo inversa da fungao
f:[1,+00) = [2,+00) dada por f(z) =z + L.

Q50. Para que valores de m € R a funcao afim
f(z) = (m + 3)x + 5m admite inversa?
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Q51. Quais os valores de m € R tais que a fungao
afim f(z) = (12m? + 13m + 3)z + 2014%°1* admite inversa?

Q52. Em que pontos (z,y) a funcdo f : [-1,20] —

[—214,419] dada por f(z) = x? + 6z — 221 intercepta sua

inversa?

Q53. Considere a funcio afim dada por f(x) = ax — 31000

m—1 5
14 m+ 2

m € R a funcao f admite inversa, se a = det A?

Seja a matriz A = . Para que valores de

Q54. Considere as fungoes quadraticas f e g tais que
f(x) = 122% + 23z + 150 e g(x) = 112? + 25z + 185. A
inversa da func¢do afim h que passa pelos pontos (z,y) tais
que f = g tem qual valor para o coeficiente linear?

Q55. Mostre que se uma funcao afim g é perpendicu-
1

lar & fungao identidade (y = ), entdo g = g~ *.

Q56. Calcule a area do poligono formado pelos pon-
tos de intersecdo de uma funcdo afim f e sua inversa f—!
com os eixos coordenados, se f(x) = 2z + 1.

Q57. Considere a fungao f : Ry — R, dada por
f(@) =x+1eafungdo g: Ry — Ry dada por g(z) = —z+1.
Encontre a inversa de g o f.

Q58. Considere a fungao f R — R} dada por
f(x) = 3-22T1. Encontre a expressio que determina a fungao
inversa de f.

Q59.  Considere uma fungdo f : [3,400) — [1,400)
dada por f(z) = 2%°~5*+6_ Encontre a inversa de f.

Q60. Considere uma funcao f dada por

T B r—1
22 —-b5x+6 x2—132+ 36

flz) =
(a) Calcule f(0);
(b) Existe valor de x para qual temos f = 07 Quantos.

(c) Calcule o dominio mais amplo possivel de f.

QG61. Sabe-se que para calcular a area de um cilindro circular
reto de raio da base igual a R e altura H usamos a expressao:

A(R) = 2nRH + 2w R?
Nesta expressao consideramos a altura H fixa e calculamos
a area A em funcao do raio da base R. Ja para calcular o
volume, em funcao de R, usamos a expressao:
V(R) = tR’H
(a) Calcule a area A,, que é a drea minima,

(b) Expresse A em fungao de V.

(c) Calcule A(V (4 H)).

Q62. O volume V, em litros, de um tanque em fungdo do
tempo t, dado em horas, é fornecido pela funcao bijetiva:

V(t) = —0, 5t + 1600

Considere que o tanque nao sera reenchido em momento al-

gum.

(a) Qual o volume inicial V; do tanque?
(b) Qual o dominio D desta fun¢ao?

(¢) Qual o conjunto-imagem I,,, desta funcao?
(d) Qual o volume V decorridas 1000 h?

Em que momento o volume chega a 0 litros?

)
)
)
)
)
)

(e
(

f) Escreva a funcao de t em fungao de V explicitando seu
dominio.
Bloco 5

Q63. E possivel relacionar as escalas de temperaturas Cel-
sius e Fahrenheit de acordo com a expressao:

5 160
CF)==-F——
(F) =3 9
Sabe-se que a temperatura minima em graus Celsius é a do

zero absoluto que corresponde a —273°C.
(a) Qual o valor minimo de F'?
(b) Qual o dominio de C(F)?

(c¢) Calcule a expressao que determina F'(C), explicitando seu
dominio.

Q64. Obtenha a funcao inversa das seguintes fungoes:
. _ 243
(@) [:R={3} = R—{1}, f(z) = $55

(b) f:R—{-1} > R—{2}, f(z) = 25

(€) f+R={3} > R—{-1}, f(z) = ;=5

Q65. Sabendo que f(z) = 2z + 3 e que f~1(x) é a sua in-
versa, o valor de z que torna a sentenga f~1(f(f~!(z))) =3
verdadeira é:
a) 9

b) 3 ¢) -9 d) -3

Q66. Considere a seguinte fungio f dada por f(z) =
Encontre f~!(z).

Q67. Obtenha a funcao inversa das seguintes fungoes:

S5x+2

(a) fR_{%}_)R_{g}? f(m)zngl
(b) f:R* = R—{4}, f(z) = 22
(€ f:R—{3} >R~ {3}, f(a) = 2

Q68. Seja a funcdo fde A = {x € R | z > 1} em
B ={y € R |y > 1} definida por f(z) = Va2 +2z+2.

Qual o valor do dominio de f~! com imagem 3?

Q69. Considrere a fungdo f [1,6) — [6,51] e
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f(x) = 2% + 2z + 3 encontre a expressio que da a fun-
¢ao inversa de f.

Qro. (EPCAr) Sejam as fungoes f e g, de R em R,
definidas por f(z) =2z —1 e g(x) = ax +b. A fungado g sera
a inversa de f se, e somente se

) %
)
)
)
QT71. (EsSA) Funcgoes bijetoras possuem funcdo in-
versa porque elas sao invertiveis, mas devemos tomar
cuidado com o dominio da nova fungao obtida. Indique a

alternativa que apresenta a funcao inversa de f(x) = x + 3.
a) f~M(a) = +3

)
| |-

—b
+b
=b

0.0 o
@ng

b) f () =~z +3
¢) ffll@)=2-3
d) f~Yz) =3z

e) fH(z)=—z-3

Q72. (EEAr) Seja f(x) = 42 + 3 uma funcdo inver-
sivel. A formula que define a funcdo inversa f~1(xz) é

) b) =2 ) 253 0 2
Q73.  (EEAr) Sabe-se que a funcdo f(z) = 2 ¢ in-
vertivel. Assim, f~1(3) &

a) 3 b) 4 c)6 d) 12



Q1. 0
Q2. 4
Q3.

(a) fFLiR R, fl(x) = ZE2

(b) gV :R—{1} = R— {4}, g7} (x) = %
() m1:R—=R,h~1(2)=

Q4. Injetora.

Q5. —48

Q6. 7

Q7. logy 3

Q8.

(a) f~l(z) =252

(b) g7 1(x) = 221

(c) hol(z)= Vo -2

@ p @) =1+ Yz -2

Q9. —11

3o 3

(a) ¢ M (z) =23 -2

(b) r~ i) = (z+1)3

(c) s7a)=V1—-a?

Qi2. y = 234

Q13.

Q14.

Q15.

(a) f71:Ry =Ry, fN2) = vz

b) f LRy = A, f i (z)=1— 7
() F7L:R_ 5 A, fYa)=2—v—=
(d) F7LiR. S A f () =—1— V==
Q16.

Q7. f~1:B = A; f(z) = 2

2
Q18. Sobrejetora.

Q19. Nao, pois f nao é injetora. Um exemplo é f(—1)

Q20. 1

Q21. 6

Q22. Bijetora.

Q23. f71:Ry - R_, fi(z) =
Q24. Sobrejetora.

Q25.

B

() fF1:B=R_, fHa)=—V/z—1
(b) fFL:B—=Ry, fTllx)=Vi—x
() fFfL:B=R_, fla)=—Vz+1

Q26. Bijetora.
Q27. y=3
Q28. Bijetora.

Q29.y:§17§

Q30.
(a) a=1
() y=1++=

f-

Capitulo 2

Gabarito

Q31. Sobrejetora.

Q32. y = %x — g
o
Q35. — 31
Q36. C
Q37. Nem injetora e nem sobrejetora.
Q38. D
Q39 100
© 3
Q40. A
Q4. y=fa+2
Q42. (5,0) e 0,—15)
Q43. = —1 b #0
Q44. y = 1—13m - 1%
Q45. y =234
Q46. y = Setl
Q47. f71:]0,2] = [-3,+00);
) =5+ e+ g

Q48. f~1: [0,+00) — [-3,+00);

[Tw) =a? -3

Q49. [~ :[2,+00) — [0, +00);

fl(a) = TVt

Q50. m # —3

Q51. m;é—%emgé—%

Q52. (—5+r;\/10717 —5+3;\/10ﬁ) e (—5—:;@7 —5—32\/ﬁ)
Q53. m#* —9em#8

Q54. m = L
Q55. f(x)=—z+n=>x=—-y+n=>y=—ax+n=fl=f

Q56. 2
Q57. y=—=x
Q58. y = log, \/%

Q59. y = % +w/log21<1/§

Q60. a) 3¢
b) Sim. Dois, pois A > 0.
c) R—{2,3,4,9}

Q61. a) Ap =0

— VH 2V
c) 4n(H + 2)
Q62. a) Vp = 1600 litros

b) D = [0,3200]
¢) Im = [0,1600]
d) 1100 litros

e) 3200 h

f) t(V) =3200— 2V, 0<V <1600
Q63. a) —459,4°F

b) [—459, 4, +o0)

c) F(C)=2C+32, C>-273

Q64.
(@) f7R— {1} R~ (3}, [ (2) = 35
(b) f7 R {2} 5 R~ {~1}, /7M@) = 375

(@ f7HR—{-1} > R— {3}, /' (2) = 357



FuNngAo INVERSA

Q65. A
823 O =
(a) f71:R - {%} —+R- {%}7 (=) = sgit%

(b) f71:iR—{4} 5> R*, [~ (2) = -2;

x

() ST R—{3) 5 R— {3}, /7! () = 282

x—3
Q68. V17
Q69. f~1:[6,51] = [1,6, s —y=+vz—2—1
Qro.
Q1.
Q72. B

Q73. D
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